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VÉRTICES 10
3.1 Definições da Medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 Algoritmo para Cálculo do Valor κ2(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.3 Variações da Medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS 21
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grau no grafo do modelo de Barabási-Albert. . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.3 Relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida
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medida excentricidade no grafo dos aeroportos. . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.12 Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
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RESUMO
As redes complexas foram propostas para modelar qualquer sistema que possua várias
partes discretas que interajam entre si. Devido a essa generalidade elas são aplicadas
a diversas áreas do conhecimento. Em redes complexas existe a necessidade de utilizar
diversas medidas para analisar as propriedades da rede sob diferentes aspectos. Neste
trabalho apresentamos as medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices apli-
cadas a redes complexas. Essas medidas identificam os nodos importantes em uma rede de
acordo com a conectividade dos mesmos em relação aos demais nodos. Mostramos como
calcular o valor da medida que chamamos de vértice-conectividade dos nodos. O valor da
vértice-conectividade é comparado com outras medidas como grau de intermediação, grau
de proximidade, excentricidade, grau e as medidas de conectividade baseadas em cortes
de arestas. Foram realizadas simulações em redes sintéticas aleatórias e redes reais. As
medidas foram também analisadas em casos extremos.
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ABSTRACT
Complex networks have been proposed to model any system with many discrete parts
that interact with each other. Currently complex networks are applied to a wide range
of research areas. Several measures are used to quantify properties of complex networks.
In this dissertation we present connectivity measures based on vertex cuts applied to
complex networks. These measures identify important nodes in a network according
their connectivity. We show how to calculate the value of the measure that we call
vertex-connectivity of the nodes. The value of vertex-connectivity is compared with other
measures such as betweenness, closeness, eccentricity, degree and connectivity measures
based on edges cuts. Simulations were performed on synthetic random graphs and real




Redes complexas têm por objetivo modelar qualquer sistema, natural ou artificial, que
possua muitas partes discretas que interagem entre si. Por conta dessa generalidade, o
conhecimento sobre redes complexas pode ser aplicado a diversas áreas do conhecimento
como f́ısica, computação, telecomunicações, astronomia e outras [5, 10]. Também podem
ser encontradas aplicações de sistemas complexos em redes reais, como, por exemplo,
aquelas que modelam relações existentes entre pessoas [19, 20], redes de energia [27] e a
Internet [12, 3, 2].
Dentre as aplicações de redes complexas na área da computação, está a simulação de
eventos, como a propagação de v́ırus em uma rede [4] ou o estudo do comportamento de
algoritmos de roteamento que possibilitam torná-los mais eficientes ou mais seguros [11].
A área de grafos, apesar de já amplamente estudada, conta com enorme atividade
cient́ıfica atualmente quando relacionada às aplicações em redes complexas. Dentre os
conceitos estudados e aplicados às redes complexas estão medidas para a caracterização
de redes. As medidas propostas não são individualmente suficientes para caracterizar
as redes complexas e há a necessidade de considerar um conjunto de várias medidas
para encontrar resultados satisfatórios [10]. É com este intuito que propomos a medida
apresentada neste trabalho, a qual esperamos mostrar ser capaz de contribuir para a
compreensão das redes complexas.
Dentre as medidas existentes relacionadas, algumas merecem destaque. São elas: grau,
grau de intermediação (betweenness), grau de proximidade (closeness) e excentricidade.
O grau é a medida mais óbvia e consiste no número de arestas incidentes ao vértice. O
grau de intermediação (betweenness) [14] remete à quantidade de caminhos mı́nimos que
possuem internamente o vértice avaliado. A medida grau de proximidade (closeness) [25]
é definida como a média das distâncias entre um vértice e todos os outros vértices do
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grafo. A excentricidade [17, 28] de um vértice é o máximo das distâncias desse vértice a
qualquer outro vértice no grafo.
As medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas [9] têm por objetivo en-
contrar um valor que determine a conectividade de um nodo em relação aos demais nodos
da rede. Para tal, elas são fundamentadas no conceito de conectividade de arestas de
conjuntos de nodos. Com estas medidas é posśıvel caracterizar efeitos de falhas de enlace
em redes de computadores. Em particular, elas permitem encontrar vértices que são mais
dif́ıceis de serem desconectados da rede.
A intuição das medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas, comparada ao
grau, é de que elas representam medidas mais globais do que o grau [26]. O grau nos diz
quantas arestas precisamos remover para desconectar um nodo, enquanto as medidas de
conectividade informam quantas arestas precisamos remover para desconectar um dado
nodo do seu par mais conectado. Um exemplo prático da intuição é a situação em que dada
uma rede com vários enlaces e máquinas, deseja-se adicionar, nas máquinas existentes,
dois ou mais servidores. Esses servidores deverão estar muito bem conectados. Para
encontrar a posição ideal dos servidores basta encontrar as máquinas com os maiores
valores das medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas.
As medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas são parametrizadas de
forma a torná-las ainda mais globais dependendo desse parâmetro. O grau do vértice de-
termina o número de arestas que necessitam ser removidas para desconectá-lo totalmente
de todos os demais. Porém, é posśıvel que a falha de uma única aresta seja suficiente para
separar esse vértice de grau alto de qualquer outro vértice espećıfico da rede, como é o caso
em uma rede com topologia de estrela. Por outro lado, uma medida de conectividade alta
garante que o nodo é dif́ıcil de ser isolado de pelo menos um outro nodo da rede através
de falhas de enlaces ou de nodos dependendo do tipo de conectividade escolhida.
A vértice-conectividade, nome dado à medida proposta neste trabalho, tem como con-
ceito base a conectividade entre os nodos levando em conta a possibilidade de falha em
outros nodos. Ela permite encontrar os nodos de maior importância em uma rede em
relação a vértice-conectividade destes com outros nodos. Uma posśıvel aplicação dessas
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medidas é a seleção de um conjunto de nodos com máxima confiabilidade em relação a
comunicação entre eles.
Um exemplo prático da vértice-conectividade ocorre em uma rede de computadares,
na qual existe um servidor e deseja-se encontrar a melhor posição em uma das outras
máquinas existentes para configurar outro servidor e que a comunicação entre estes dois
servidores seja dificilmente interrompida. A ideia é encontrar a máquina com maior
possibilidade de ter sua comunicação sempre dispońıvel com o primeiro servidor caso haja
falha de alguma das outras máquinas.
O algoritmo para calcular a vértice-conectividade de um dado nodo v é apresentado.
Como parte do cálculo, é apresentada também uma redução do problema de cortes de
vértices para cortes de arestas. Apesar de polinomial, o algoritmo para o cálculo da medida
não é eficiente. Para aplicar o algoritmo em grafos de redes grandes é realizada uma seleção
dos nodos de maiores graus na rede e então é aplicada a medida de conectividade baseada
em cortes de vértices. Assim são analisados os nodos de maior relevância na rede.
Simulações foram realizadas em grafos de redes aleatórias sintéticas e redes reais. Elas
mostram que a medida se diferencia de outras medidas relevantes, indicando pares de
nodos bem conectados entre si como esperado. A rede real powergrid [27] mostrou resul-
tados ainda mais interessantes, as diferenças em comparação a medida de conectividade
baseada em cortes de arestas estão presentes. Mesmo com a alta complexidade de tempo
da medida foi posśıvel realizar uma simulação com os dados completos dos aeroportos dos
Estados Unidos da América [6].
Este trabalho está organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 são apresentadas as
medidas grau, grau de intermediação, grau de proximidade, excentricidade e aquelas ba-
seadas em cortes de arestas. No Caṕıtulo 3 são descritas as medidas de conectividade
baseadas em cortes de vértices. No Caṕıtulo 4 é apresentado o algoritmo para o cálculo
da medida. Experimentos e comparações com as medidas citadas anteriormente são apre-




Neste caṕıtulo definimos algumas medidas importantes de centralidade de nodos de redes.
Inicialmente o grau, seguido do grau de intermediação, grau de proximidade, excentrici-
dade e por fim medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas.
2.1 Medidas Relacionadas
Dado um grafo G = (V,E) onde V é o conjunto de vértices e E o conjunto de arestas,
o grau de um vértice v, denotado por deg(v), é igual ao número de arestas incidentes ao
vértice v.
O grau de intermediação ou betweenness [14] de um vértice utiliza para seu cálculo
a quantidade de caminhos mı́nimos entre pares de vértices passam por ele. O grau de






onde σ(i, u, j) é o número de caminhos mı́nimos entre os vértices i e j que possuem
internamente o vértice u e σ(i, j) é o número total de caminhos mı́nimos entre os vértices
i e j. Por convenção fazemos σ(i, j) = 1 quando i = j.
A medida grau de proximidade ou closeness [25] de um vértice é definida como o
inverso da média das distâncias entre o vértice e todos os outros vértices do grafo, ou
seja:
Cu =
|V | − 1∑
i∈V,i 6=u dG(u, i)
onde dG(u, i) é a distância entre os vértices u e i, isto é, o número de arestas de um
caminho mı́nimo entre u e i.
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A excentricidade [17, 28] de um vértice é a distância máxima do vértice aos outros
vértices do grafo, definida por:




























Figura 2.2: Exemplos de grafo com os valores da medida grau de intermediação.
As Figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 mostram os valores das medidas de centralidade para um
mesmo grafo. Na primeira, temos o grafo com os valores da medida grau dos vértices. A
Figura 2.2 ilustra o grafo que apresenta o valor do grau de intermediação dos vértices. Por
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Note que todos os valores omitidos no cálculo anterior são zeros, pois o único caminho
mı́nimo que passa pelo vértice a é o caminho entre os vértices b e d. Portanto, σ(b, a, d) =














Figura 2.3: Exemplos de grafo com os valores da medida grau de proximidade.
O terceiro grafo, ilustrado na Figura 2.3, trás os valores da medida grau de proximi-
dade. Para o vértice a o grau de proximidade é calculado da seguinte forma:
Ca =





d(b, a) + d(c, a) + d(d, a) + d(e, a) + d(f, a)
=
5
















Figura 2.4: Exemplos de grafo com os valores da medida excentricidade.
O último grafo, ilustrado na Figura 2.4, mostra os valores de excentricidade. Para o
vértice a, temos que o valor da excentricidade é:
Ea = max{d(a, i) | i 6= a, i ∈ V }
= max{d(b, a), d(c, a), d(d, a), d(e, a), d(f, a)}
= max{1, 2, 1, 2, 3}
= 3
2.2 Medidas de Conectividade Baseadas em Cortes de Arestas
Descrevemos a seguir as medidas de conectividade para nodos de uma rede baseadas
em cortes de arestas. Estas medidas foram apresentadas em [21] e [9] e estat́ısticas e
experimentos em redes reais foram apresentados em [9]. O objetivo destas medidas é
encontrar um valor significativo a fim de avaliar a conectividade de um nodo em relação
à rede. A medida de conectividade mais óbvia é o grau do nodo. Entretanto, em muitas
aplicações ela não é ideal. O conceito base para a nova medida é a definição da aresta-
conectividade entre pares de nodos do grafo.
A topologia da rede é representada por um grafo não direcionado G = (V,E), onde V
são vértices que representam os nodos da rede e E é o conjunto de arestas que representam
as ligações entre os nodos da rede. Seja X ⊆ V . Denota-se por δ(X) o conjunto de arestas
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{u, v} tal que u ∈ X e v ∈ V \ X. Chama-se o conjunto de arestas C ⊆ E, C 6= 0, um
corte de G se C = δ(X) para algum X ⊆ V . Um corte C = δ(X) separa dois vértices s
e t se s ∈ X e t ∈ V \X. Um s-t-corte mı́nimo é um corte de cardinalidade mı́nima que
separa s de t.
Em grafos sem pesos, o tamanho do corte mı́nimo que separa dois vértices s e t é igual
ao número máximo de caminhos aresta-disjuntos que conectam s e t, definido no Teorema
de Menger [22]. Utilizamos em grafos capacitados a relação dada pelo conhecido teorema
do Corte Mı́nimo - Fluxo Máximo [18, 7]. Uma definição importante é:
Definição 1 Seja G = (V,E) um grafo não direcionado. Considere um conjunto de
vértices X ⊆ V, |X| ≥ 2. A aresta-conectividade de X em relação a G é o tamanho do
corte mı́nimo que separa quaisquer pares de vértices em X. Denotamos a aresta conecti-
vidade de X por λ(X). Se |X| = 1, com X = {v}, então definimos λ(X) = grau(v).
É importante observar que a aresta-conectividade de um conjunto de nodos X é dife-
rente da aresta-conectividade de um subgrafo induzido por X. A razão é que os cortes
mı́nimos são obtidos de G e não do subgrafo induzido por X. O subgrafo induzido por X
pode não ter arestas e ainda assim X possuir a maior aresta-conectividade. A Figura 2.5
ilustra tal situação, onde o conjunto X = {a, b, c, d} tem aresta-conectividade 3 e o grafo





Figura 2.5: Conjunto de vértices com indicação dos cortes mı́nimos [9]. A aresta-
conectividade de {a, b, c, d} é 3.
Em seguida definimos as medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas.
Definição 2 O número de conectividade de ı́ndice i de um nodo v, denotado por λi(v),
é o maior valor da aresta-conectividade de um conjunto X ⊆ V satisfazendo:
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i. v ∈ X, e













Figura 2.6: Conectividade baseada em cortes de arestas [9].
A Figura 2.6 mostra um exemplo do critério de conectividade. Os números associados
aos nodos são os números de conectividade λ2(v). As áreas circuladas identificam os
componentes de maior conectividade. Para calcular os números de conectividade com
ı́ndice 2, é necessário verificar a máxima aresta-conectividade de conjuntos com pelo
menos 2 nodos. Por exemplo, λ2(a) = 4 pois os nodos a e b não podem ser separados
por um corte com menos do que 4 arestas e a aresta-conectividade entre a e outro nodo
qualquer é no máximo 4. Quando o ı́ndice i em λi(v) é 3, somente conjuntos com pelo
menos 3 nodos são considerados. Por exemplo, λ3(d) = 4 porque qualquer conjunto que
contenha d com pelo menos três nodos tem aresta-conectividade pelo menos 4. Observe,
entretanto, que λ2(d) = 5.
Decorre da definição da aresta-conectividade que λ1(v) é o grau de v e que λn(v), onde
n = |V |, é o tamanho do menor corte de aresta global. O número de conectividade é uma
medida unificada que, conforme i aumenta de 1 a |V |, λi(v) inicia como uma propriedade
local e termina como uma propriedade global da rede. Outras propriedades dos números
de conectividade são discutidas em [9].
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CAPÍTULO 3
MEDIDAS DE CONECTIVIDADE BASEADAS EM CORTES
DE VÉRTICES
As medidas baseadas em cortes de vértices têm por objetivo encontrar um valor que
determine a importância de um nodo tendo em vista a sua vértice-conectividade em
relação aos outros nodos da rede. A medida é baseada no conceito de conectividade de
vértices. São descritas as definições das medidas de conectividade baseadas em cortes
de vértices, o algoritmo para calcular a medida e variações da medida como a calculada
com a média dos valores ao invés de máximo, a medida aplicada a grafos direcionados e
aplicada a grafos com capacidades.
3.1 Definições da Medida
A rede caracterizada é representada por um grafo não direcionado G = (V,E), onde V é
um conjunto de vértices que representam os nodos dessa rede e E o conjunto de arestas
que representam os enlaces entre os nodos da rede.
Definimos a seguir a vértice-conectividade de um conjunto de vértices [24].
Definição 3 Dados dois vértices s, t ∈ V , a vértice-conectividade entre s e t, denotada
por κ(s, t), é o número de caminhos vértice-disjuntos entre s e t [22].
Definição 4 A vértice-conectividade de um conjunto X ⊆ V é a menor vértice-conectividade
entre quaisquer pares de vértices em X e é denotada por κ(X).
A medida de conectividade de nodos baseada em vértice-conectividade está definida a
seguir:
Definição 5 Definimos a i-vértice-conectividade de um vértice v, denotada por κi(v),
como a maior vértice-conectividade de um conjunto X ⊆ V satisfazendo:
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i. v ∈ X, e
ii. |X| ≥ i
Para ilustrar a diferença entre as medidas de conectividade baseadas em cortes de
arestas e as medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices, observe a Figura
3.1. Ela mostra um exemplo de grafo com valores de aresta-conectividade diferentes do
valor da vértice-conectividade. Note que os vértices 1 e 5 são os que possuem valores
com maior discrepância. Por exemplo, λ2(1) = 5 pois a máxima aresta-conectividade
dos conjuntos da forma X = {1, u}, u ∈ V − {1}, é 5. Por outro lado, κ2(1) = 3 pois
a máxima vértice-conectividade dos conjuntos da forma X = {1, u}, u ∈ V − {1}, é 3.
Note que o conjunto de vértices {2, 3, 4} separa os vértice 1 e 5. Esse exemplo deixa
claro que a vértice-conectividade se relaciona com os caminhos vértice-disjuntos e que
a aresta-conectividade é relacionada com os caminhos aresta-disjuntos e que pode haver



















Figura 3.1: Grafo com discrepância entre os valores da aresta-conectividade e da vértice-
conectividade.
Lema 1 Dado um grafo G = (V,E) e v ∈ V , tem-se que κi(v) ≤ λi(v) para todo i ≥ 2.
Esse lema decorre do fato que todo caminho vértice-disjunto também é um caminho
aresta-disjunto. Portanto, a vértice-conectividade de um par de vértices é menor do que ou
igual à aresta-conectividade entre eles. O mesmo vale para a conectividade de conjuntos
de vértices.
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O Algoritmo 1 produz grafos com uma discrepância arbitrária entre a vértice-conectividade
e a aresta-conectividade. Esses grafos generalizam parte do grafo da Figura 3.1. A ideia
geral do algoritmo é a de criar arestas a fim de incrementar os caminhos aresta-disjuntos








Figura 3.2: Grafo modelo resultante do Algoritmo 1 com discrepância 2.
A discrepância desejada entre as medidas é informada como entrada do algoritmo.
Inicialmente, o algoritmo imprime as arestas bases do grafo modelo. São elas {1, 2}, {2, 5},
{1, 3}, {3, 5}, {1, 4} e {4, 5}, os vértices que essas arestas conectam estão ilustrados na
Figura 3.2 com preenchimento na cor branca. Os vértices 1, 2 e 5 são inseridos em uma
lista temporária. Essa lista guarda os vértices que serão utilizados no laço seguinte.
Na linha 3 do Algoritmo 1 é definida uma variável para controlar o identificador dos
vértices criados. O laço é executado o número de discrepância vezes. Dentro do laço a
lista temporária é copiada para a lista atual que será utilizada no laço. A lista temporária
é substitúıda por uma lista vazia para que seja iniciada a lista para a próxima execução
do laço. Existe mais um laço que é executado um número de vezes correspondente ao
tamanho da lista atual menos uma unidade, controlado pela variável j. Dentro desse
segundo laço, incrementa-se o identificador do vértice criado.
Na linha 9 o Algoritmo 1 imprime a aresta que contém o vértice da lista atual com
ı́ndice j e o vértice previamente criado. Na linha seguinte o algoritmo imprime a aresta
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Entrada k, discrepância desejada
Sáıda grafo com discrepância k entre a aresta-conectividade e a vértice-conectividade
imprime arestas {1, 2}, {2, 5}, {1, 3}, {3, 5}, {1, 4} e {4, 5}
lista temporaria = [1,2,5]
ultimo vertice utilizado = 5
para i de 1 até k + 1 faça
lista atual = lista temporaria
lista temporaria = []
para j de 0 até tamanho(lista atual)− 1 faça
ultimo vertice utilizado = ultimo vertice utilizado + 1
imprime aresta {lista atual[j], ultimo vertice utilizado}
imprime aresta {ultimo vertice utilizado, lista atual[j + 1]}
se j == 0 então
Adicione lista atual[j] à lista temporaria
fim se
Adicione ultimo vertice utilizado à lista temporaria
Adicione lista atual[j+1] à lista temporaria
fim para
fim para
Algoritmo 1: Gera grafo com discrepância entre aresta-conectividade e vértice-
conectividade
que contém o vértice previamente criado e o vértice de ı́ndice j + 1 da lista atual. As
linhas seguintes adicionam o vértice criado e o vértice ı́ndice j + 1 da lista atual à lista
temporária. Para que o vértice da posição 0 da lista atual também seja inclúıdo na lista
temporária é feita a condição da linha 11.
A Figura 3.2 mostra com preenchimento na cor cinza os vértices criados na primeira
iteração do laço da discrepância e com preenchimento na cor preta os vértices criados na
segunda iteração do laço.
3.2 Algoritmo para Cálculo do Valor κ2(v)
Para encontrar a 2-vértice-conectividade de um vértice v, chamada de κ2(v), necessita-se
calcular os valores de vértice-conectividade entre o vértice v e todos os demais vértices
do grafo G pois é trivial provar que κ2(v) ≥ κ3(v) ≥ . . . ≥ κ|V |(v). Depois de calculados
esses valores, selecionamos a maior vértice-conectividade dos conjuntos de tamanho dois
ou mais que possuam o vértice v. A lógica do cálculo do valor κ2(v) pode ser ilustrada
com uma tabela de valores. A Tabela 3.1 contém um exemplo para um grafo com vértices
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s t u v w
s κ(s, t) κ(s, u) κ(s, v) κ(s, w)
t κ(t, s) κ(t, u) κ(t, v) κ(t, w)
u κ(u, s) κ(u, t) κ(u, v) κ(u,w)
v κ(v, s) κ(v, t) κ(v, u) κ(v, w)
w κ(w, s) κ(w, t) κ(w, u) κ(w, v)
Tabela 3.1: Exemplo de matriz com valores de vértice-conectividde
s, t, u, v, w. Para encontrar a 2-vértice-conectividade do vértice s basta selecionarmos o
maior valor da linha onde se encontra o vértice s na Tabela 3.1.
A vértice-conectividade entre dois vértices, por exemplo κ(s, t) é a quantidade de
caminhos vértice-disjuntos entre s e t. Para encontrar a quantidade de caminhos vértice-
disjuntos calculamos os cortes de vértices mı́nimos. Ao invés de resolver diretamente o
problema dos cortes de vértices, a estratégia descrita em [24] é utilizada e consiste em
reduzir o problema dos cortes de vértices ao problema dos cortes de arestas [13, 16]. Essa
redução se aplica a grafos orientados. Portanto grafos não-orientados são, primeiramente,
transformados em grafos orientados.
Um grafo não orientado pode ser transformado em grafo orientado através da du-
plicação das arestas do grafo original, fazendo com que uma aresta {a, b} corresponda a
duas arestas direcionadas {(a, b), (b, a)} no novo grafo como ilustrado na Figura 3.3.
Figura 3.3: Transformação de grafo não orientado para orientado.
Para encontrar os cortes de vértices do grafo orientado, criamos um novo grafo, de
forma que os cortes de arestas mı́nimos do novo grafo correspondam aos cortes de vértices
mı́nimos do grafo original. Para cada vértice v do grafo original, o grafo transformado
contém dois vértices, v′ e v′′. As arestas com origem no vértice v do grafo original têm
como origem no novo grafo o vértice v′′. As arestas com destino no vértice v no grafo
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original têm como destino v′ no grafo transformado. Por fim, adicionamos ao novo grafo
arestas direcionadas (v′, v′′) entre todos os pares de vértices associados. A Figura 3.4
ilustra a transformação das arestas.
Figura 3.4: Transformação de grafo orientado para aplicação de corte de arestas [24].
As arestas do tipo (v′, v′′) recebem capacidade de valor 1 e as demais arestas recebem
capacidade |V | − 1, sendo V o conjunto de vértices do grafo, como ilustra a Figura
3.5. Essas capacidades garantem que os cortes de arestas de capacidade mı́nima utilizem
somente as arestas que correspondem aos vértices do grafo original, o que justifica a
redução entre os problemas.
Figura 3.5: Aplicação de pesos para corte de arestas [24].
Nesse novo grafo aplicamos o algoritmo de fluxo máximo [15] para encontrar o corte
mı́nimo de arestas entre pares de vértices s e t. Para que a transformação encontre
corretamente a vértice-conectividade, que foi definida em termos de caminhos vértice-
disjuntos entre s e t, ainda é necessário tratar o caso em que a aresta (s, t) ∈ E. Nesse caso,
a aresta (s′′, t′) recebe capacidade 1 para que seja inclúıda no corte mı́nimo. Assim, o valor
do fluxo máximo entre s′′ e t′ no grafo transformado corresponde à vértice-conectividade
entre s e t no grafo original.
Para calcular κ2(v) utilizamos a transformação descrita acima entre v e todos os demais
vértices do grafo. A máxima vértice-conectividade encontrada é o valor κ2(v).
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A complexidade de tempo do algoritmo para o cálculo de 2-vértice-conectividade re-
quer o cálculo de |V | − 1 fluxos máximos para cada vértice. O cálculo do fluxo máximo
é facilitado pela estrutura do grafo transformado que possui vértices que são o destino
de apenas uma aresta ou são a origem de apenas uma aresta. Nesse caso, o algoritmo
de Dinitz tem complexidade de tempo de O(|E|
√
|V |), sendo E o conjunto de arestas do
grafo [24]. Logo, a complexidade de tempo para o cálculo de κ2(v) é O(|V ||E|
√
|V |).
Os valores de κi(v) para i > 2 podem ser calculados considerando conjuntos de tama-
nho i, porém tal abordagem não é eficiente. Não conhecemos algoritmos eficientes para
calcular κi(v) em geral, ao contrário do que ocorre com λi(v) que pode ser calculado em
tempo polinomial para qualquer valor de i.
O algoritmo 2 mostra o pseudo-código que calcula o valor da 2-vértice-conectividade
de um vértice v. As entradas do algoritmo são: v o vértice para o qual deseja-se encontrar
o valor da 2-vértice-conectividade, V o conjunto dos vértices do grafo e E o conjunto de
arestas do grafo. Inicia-se o valor de κ como zero, valor mı́nimo da medida. Então é reali-
zada a transformação nas arestas do grafo não direcionado, cada aresta não direcionada é
substitúıda por duas arestas direcionadas, uma para cada sentido. Então é feito um laço
com todos os vértices do grafo, exceto v. Dentro desse laço as arestas são transformadas
com a estratégia [24] para realizar o corte de arestas a fim de obter o corte de vértices entre
o vértice v e o vértice tratado no laço. Como desejamos o máximo como valor da vértice-
conectividade, o valor do corte então calculado é comparado com o valor previamente
obtido. O valor antigo é substitúıdo pelo novo valor se esse for maior do que o primeiro.
Depois de finalizado o laço, o valor guardado é o maior valor de vértice-conectividade en-
tre v e todos os outros vértices do grafo, sendo esse o valor final da vértice-conectividade
de v.
Uma otimização na implementação do Algoritmo 2 foi realizada com a propriedade
do Lema 1. Ao informar os valores da medida de conectividade baseada em cortes de
arestas, a implementação não executa o restante dos fluxos ao encontrar um corte mı́nimo
de vértices igual ao valor da medida de conectividade baseada em cortes de arestas, pois
tal valor já é o valor máximo, sendo assim desnecessário encontrar outros valores.
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Entrada v, vértice a ser avaliado
Entrada V , conjunto de vértices do grafo
Entrada E, conjunto de arestas do grafo
Sáıda cálculo da 2-vértice-conectividade de um vértice v
1: 2 kappa v = 0
2: E orientado = ORIENTA ARESTAS(E)
3: para todo i ∈ {V − v} faça
4: E transformado = PREPARA ARESTAS PARA CORTE(v, E orientado)
5: 2 kappa v i = CORTE ARESTA(v, i, E transformado)
6: se 2 kappa v i > 2 kappa v então
7: 2 kappa v = 2 kappa v i
8: fim se
9: fim para
10: devolva 2 kappa v
Algoritmo 2: Realiza o cálculo da 2-vértice-conectividade de um vértice v em um grafo
3.3 Variações da Medida
Nesta seção serão descritas variações para as medidas de conectividade baseadas em cortes
de vértices. São elas: o cálculo da medida com a média ao invés de máximo, o cálculo
para grafos orientados e o cálculo para grafos com capacidades.
3.3.1 Utilização da Média ao Invés do Máximo
A Definição 5 diz que para encontrar a i-vértice-conectividade de um dado vértice v pre-
cisamos selecionar a maior vértice-conectividade entre v e os outros vértices. Com essa
seleção temos que a medida não considera a variação dos valores de vértice-conectividade
entre os vértices. Por exemplo, se apenas um dos valores de vértice-conectividade en-
tre v e todos os outros vértices for excepcionalmente grande, o valor final da i-vértice-
conectividade não será influenciado por esse comportamento.
Um exemplo prático que mostra o lado negativo dessa decisão é quando dada uma rede
com várias máquinas existe um par bem conectado entre si, entretanto os nodos desse par
não estão bem conectados com nenhum outro nodo. Em contra partida, temos um outro
nodo que está bem conectado com vários porém sua maior vértice-conectividade não é
maior do que os nodos do par previamente citados. Para que este nodo bem conectado
seja destacado e tenha valor de vértice-conectividade maior que o valor do par podemos
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utilizar a média ao invés de selecionar o maior valor e dessa forma considerar a flutuação
dos valores de vértice-conectividade entre o nodo avaliado e todos os outros nodos da
rede.
A Figura 3.6 ilustra o exemplo descrito, sendo os nodos a e b as máquinas do par bem






Figura 3.6: Grafo Peteca ilustra diferença entre utilização de média e máximo.
Segue a definição da medida de vértice-conectividade utilizando a média.






|V | − 1
Um exemplo de como o cálculo funciona para ambas situações para o grafo da Figura
3.6 é ilustrado na Tabela 3.2.
3.3.2 Grafos Orientados
Para realizar o cálculo das medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices com
grafos orientados é necessário excluir uma etapa do cálculo já explicado com grafos não
orientados.
No algoritmo do cálculo de κ temos a etapa na qual, para encontrar os valores de
vértice-conectividade entre dois nodos, o grafo dado, que no caso não é orientado, é trans-
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a b c d e f κ2 κ
a 5 2 1 1 1 5 2
b 5 2 1 1 1 5 2
c 2 2 3 3 3 3 2.6
d 1 1 3 1 1 3 1.4
e 1 1 3 1 1 3 1.4
f 1 1 3 1 1 3 1.4
Tabela 3.2: Exemplo de matriz com valores de vértice-conectividde com utilização da
média
Entrada v, vértice a ser avaliado
Entrada V , conjunto de vértices do grafo orientado
Entrada E orientado, conjunto de arestas do grafo orientado
Sáıda cálculo da 2-vértice-conectividade de um vértice v em um grafo orientado
1: 2 kappa v = 0
2: # Aqui estaria a transformação de não orientado para orientado
3: para todo i ∈ {V − v} faça
4: E transformado = PREPARA ARESTAS PARA CORTE(v, E orientado)
5: 2 kappa v i = CORTE ARESTA(v, i, E transformado)
6: se 2 kappa v i > 2 kappa v então
7: 2 kappa v = 2 kappa v i
8: fim se
9: fim para
10: devolva 2 kappa v
Algoritmo 3: Realiza o cálculo da 2-vértice-conectividade de um vértice v em um grafo
orientado
formado em um grafo orientado com a substituição das arestas não orientadas por duas
arestas orientadas, uma para cada sentido. Ao invés de transformar o grafo, temos que o
grafo inicial já é orientado e portanto não há a necessidade de realizar a transformação
para então calcular os valores de vértice-conectividade entre os nodos.
O pseudo-código do Algoritmo 3 realiza o cálculo da 2-vértice-conectividade em grafos
orientados. Os passos são os mesmos do Algoritmo 2, exceto a linha 2 que no Algoritmo
2 realiza a transformação das arestas não direcionadas para arestas direcionadas. No
Algoritmo 3 essa linha não realiza essa tarefa pois a entrada E orientado já possui o
conjunto de arestas direcionadas com as quais são desenvolvidos os cálculos necessários.
A medida de conectividade baseada em cortes de vértices aplicada a grafos orientados
deixa de ser simétrica. Em grafos orientados os caminhos vértice-disjuntos entre dois
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vértices não são simétricos e portanto κ(u, v) 6= κ(v, u) para grafos orientados.
A Figura 3.7 mostra a medida aplicada em um grafo orientado e a situação em que
não há simetria da medida.
κ2 = 3 κ2 = 0
Figura 3.7: Vértice-conectividade aplicada a grafo orientado.
3.3.3 Grafos com Capacidades
Os grafos com capacidades nas arestas também podem ser utilizados no cálculo do valor
da vértice-conectividade. Parte do cálculo da vértice-conectividade de um determinado
vértice v é calcular a vértice-conectividade entre dois vértices, por exemplo v e t. Neste
passo, caso a aresta (v, t) ∈ E é necessário tratar de forma especial. No algoritmo sem
capacidades, a aresta (v′′, t′) recebe capacidade 1 para que seja inclúıda no corte mı́nimo de
vértices na tranformação. Ao invés de fazer este tratamento, com grafos de capacidades
nas arestas, a aresta (v, t) é exclúıda do grafo que retorna o corte mı́nimo e depois a




Nesta seção apresentamos alguns resultados experimentais. O algoritmo que calcula as
medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices foi implementado em linguagem
C++. Um script na linguagem Python foi utilizado para executar os experimentos e gerar
os gráficos.
4.1 Cenários das Simulações
Primeiro experimento foi realizado com um grafo modelo gerado de 131 nodos. O segundo
experimento foi realizado com um grafo do modelo de rede de Barabási-Albert [2, 1] com
100 nodos. O terceiro experimento foi realizado com uma rede real de aeroportos dos
Estados Unidos [6] com 332 nodos. O quarto experimento foi realizado com uma rede
real de distribuição de energia (powergrid) [27] com 4941 nodos, sendo analisados os 300
nodos de maior grau.
4.2 Grafo Modelo
Para ilustrar a diferença entre as medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices
e as medidas de conectividade baseadas em vértices foi criado o grafo modelo. O grafo
modelo é gerado com o Algoritmo 1. Esse grafo tem como objetivo demonstrar que as
medidas de conectividade baseadas em arestas e as medidas de conectividade baseadas em
vértices podem ter discrepâncias grandes. Portanto apenas o gráfico com a comparação
das medidas é interessante para esse grafo, representado pela Figura 4.1. Como já espe-
rado, a figura traz a diferenciação das medidas, tendo como valor máximo de diferença 6,
entre os pontos extremos 3 e 9.
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Conectividade (λ) e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.1: Comparação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices
e a medida de conectividade baseada em cortes de arestas no grafo modelo.
4.3 Barabási-Albert
Utilizamos nos experimentos um grafo do modelo de rede de Barabási-Albert [2]. O modelo
Barabási-Albert define um algoritmo que gera redes da classe power-law, livres de escala
[8, 23]. O modelo possui dois importantes conceitos: o de crescimento e de preferência de
conexão. O crescimento é o aumento do número de nodos na rede ao passar do tempo. A
preferência de conexão é calculada da seguinte maneira: quanto maior é o grau do nodo,
maior é a probabilidade dele receber novas conexões.
A rede utilizada nos experimentos tem 100 nodos. Apresentamos a seguir os gráficos
das correlações entre a medida proposta e outras medidas de conectividade.
A Figura 4.2 ilustra a diferença entre a medida proposta e o grau. O eixo x corresponde
aos valores obtidos da medida grau e o eixo y corresponde aos valores obtidos com as
medidas de conectividade baseadas em vértices. É posśıvel perceber que para diversos
pontos os valores do grau e da medida resultam próximos. Entretanto, em particular para
o vértice de maior grau, a diferença é grande. Isso se deve ao fato de que o modelo utilizado
gera várias conexões do primeiro nodo com o resto da rede. Nesse caso espećıfico, enquanto
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Grau e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.2: Relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida grau
no grafo do modelo de Barabási-Albert.
o grau chega a 311, λ2 não passa de 24. É importante lembrar esse é um multigrafo, que
possui arestas múltiplas, e portanto é posśıvel que o valor do grau de um nodo seja maior
do que a quantidade de nodos no grafo. A medida proposta nos releva que existe também
outro nodo muito importante na rede, que possui conectividade 22, e não somente o
primeiro.
A Figura 4.3 mostra a relação entre a medida de conectividade proposta e o grau de
intermediação e releva uma diferença ainda maior para o primeiro nodo. Isso se deve ao
fato de haver um único valor muito alto gerado pelo grau de intermediação.
A relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida grau de
proximidade é ilustrada na imagem 4.4. A medida grau de proximidade tem todos os
valores entre 0 e 1.
A excentricidade é um valor praticamente constante no grafo analisado. No caso,
temos um nodo de valor 1 e todos os outros valores são 2, como pode ser visto no gráfico
da Figura 4.5.
Temos pequenas diferenças que podemos notar no gráfico da Figura 4.6 entre as medi-
24






















Grau de Intermediação e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.3: Relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida grau
de intermediação no grafo do modelo de Barabási-Albert.
das de conectividade baseadas em cortes de arestas e as medidas propostas. A diferença
entre os valores médios é pequena mas está presente.
4.4 Aeroportos dos Estados Unidos
A rede de 332 nodos, utilizadas nos experimentos seguintes, faz parte de uma base de
grafos em [6]. Esta rede representa a malha de aeroportos dos Estados Unidos, sendo os
vértices os próprios aeroportos enquanto as arestas representam os voos que interligam os
aeroportos.
Ao realizar a simulação levando em conta a propriedade do Lema 1 que diz que κ(v) ≤
λ(v), tivemos uma redução de 83413 cálculos de fluxos, cerca 75.67% de ganho nesse grafo.
Na Figura 4.7, que mostra a relação entre valores de κ e λ para o grafo dos aeropor-
tos, podemos notar vários pontos de diferença entre as medidas. As diferenças ocorrem
principalmente na parte superior do grafo, onde estão os nodos de maior grau do grafo.
Existem também diferenças entre nodos de menor grau, como mostram alguns pontos
entre valores 10 e 20 de ambas medidas.
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Closeness e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.4: Relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida grau
de proximidade no grafo do modelo de Barabási-Albert.
As diferenças, cerca de 24% dos pontos, são viśıveis na Figura 4.7 pois são os pontos
que diferem da linha pontilhada onde κ(v) = λ(v). Além desses pontos que são numerica-
mente diferentes, também deve-se considerar os que continuam iguais, pois esses permitem
inversões de ordem entre as medidas. Por exemplo, dois pontos a e b, onde κ(a) = 90,
λ(a) = 90, κ(b) = 80, λ(b) = 100, a propriedade do Lema 1 se mantém em ambos os
casos, entretanto ao ordenar por κ temos que a > b, e por λ temos que b > a.
A Figura 4.11 mostra que apesar de alguns aeroportos terem muitas conexões, eles tem
quantidade de caminhos vértice-disjuntos semelhantes a de aeroportos com muito menos
conexões. Por exemplo o vértice com grau 139 tem κ = 83 e o vértice com grau 94 tem
κ = 82.
A relação da medida com o grau de intermediação, representado na Figura 4.9 nos
mostra que existem aeroportos menores, com grau menor, que possuem conexões que
ligam aeroportos grandes, resultando em valores de grau de intermediação grandes.
O grau de proximidade em relação a medida de conectividade baseada em cortes de
vértices é ilustrado na Figura 4.11. Notamos que a correlação entre as medidas para esse
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Excentricidade e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.5: Relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida
excentricidade no grafo do modelo de Barabási-Albert.
grafo é grande e forma uma curva no gráfico.
Na Figura 4.11 é fácil perceber que existe um vértice que com 3 passos chega a todos
os outros e portanto os valores se distribuem de forma discreta em torno dos valores 4 a
6. O máximo é 6 pois existem no máximo 3 passos até o vértice central e mais 3 para o
vértice mais longe do central.
4.5 Powergrid
A rede powergrid possui 4941 nodos e representa a rede de distribuição de energia da parte
ocidental dos Estados Unidos [27]. Foi realizada a análise dos 300 nodos de maior grau
dentre os 4941 nodos da rede. Os nodos representam os transformadores, subestações e
geradores, e os enlaces as linhas de transmissão de alta tensão.
Uma propriedade dessa rede é ser esparsa e por conseqüência ela possui uma quanti-
dade menor de arestas em relação a outros grafos que representam redes reais.
Também realizamos simulações com a implementação que considera a propriedade do
Lema 1 que diz que κ(v) ≤ λ(v), tivemos uma redução de 1423440 fluxos do total de
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Conectividade (λ) e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.6: Relação entre a medida de conectividade baseada em vértices e a medida de
conectividade baseada em arestas no grafo do modelo de Barabási-Albert.
1482300, representando cerca de 96.03% de ganho para esse grafo.
A Figura 4.12 mostra a diferença entre as medidas de conectividade baseadas em cortes
de vértices e as medidas de conectividade baseadas em cortes de arestas. Notamos várias
inversões de ordem nas medidas, assim como diferenças grandes entre os valores delas, a
exemplo de dois pontos na parte direita do gráfico, o primeiro com κ(1) = 9. e λ(1) = 9,
o segundo com κ(2) = 8. e λ(2) = 12.
É quase inexistente a correlação entre a medida grau e a medida de conectividade
baseada em cortes de vértices nesse grafo, como ilustra a Figura 4.16.
Pode-se observar o comportamento no formato esparso na Figura 4.14, na qual evi-
dencia os nodos espalhados pela rede, com alguns poucos nodos centrais e muitos nodos
com o mesmo valor para grau de intermediação. A correlação entre as medidas é mı́nima.
A correlação entre grau de proximidade e a medida de conectividade baseada em
cortes de vértices também é muito baixa para esse grafo, como evidencia a Figura 4.16.
Novamente o comportamento esparso fica viśıvel com valores de grau de proximidade bem
distribúıdos.
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Conectividade (λ) e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.7: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida de conectividade baseada em cortes de arestas no grafo dos aeroportos.
Outra vez sem praticamente nenhuma correlação, a Figura 4.16 traz as medidas de
conectividade baseadas em cortes de vértices e a excentricidade. Podemos notar que os
nodos mais centrais, nodos com os menores valores de excentricidade, não possuem os
maiores valores de κ.
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Grau e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.8: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida grau no grafo dos aeroportos.


























Grau de Intermediação e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.9: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida grau de intermediação no grafo dos aeroportos.
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Grau de Proximidade e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.10: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida grau de proximidade no grafo dos aeroportos.


























Excentricidade e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.11: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida excentricidade no grafo dos aeroportos.
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Conectividade (λ) e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.12: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida de conectividade baseada em cortes de arestas no grafo powergrid.























Grau e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.13: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida grau no grafo powergrid.
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Grau de Intermediação e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.14: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida grau de intermediação no grafo powergrid.























Grau de Proximidade e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.15: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a
medida grau de proximidade no grafo powergrid.
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Excentricidade e Vértice-Conectividade (κ)
Figura 4.16: Relação entre a medida de conectividade baseada em cortes de vértices e a




Nesse trabalho foram propostas medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices.
As medidas propostas podem contribuir para caracterização de redes complexas, uma vez
que, para caracterizá-las, é necessária a seleção de um conjunto de medidas.
A i-vértice-conectividade de um vértice v, denotada como κi(v), determina o valor da
conectividade baseada em cortes de vértices para um vértice v. Essas medidas caracte-
rizam os efeitos de falhas de nodos em uma rede e fundamenta-se no cálculo cortes de
vértices. Para calcular o corte de vértices utilizamos uma redução do problema de cortes
de vértices ao problema de cortes de arestas.
Além de definir formalmente a medida, esta foi implementada em linguagem C para
simulações. Foi realizada uma otimização na implementação com a propriedade κi(v) ≤
λi(v) que resultou em um alto ganho de desempenho na execução. O algoritmo que gera
grafos sintéticos também foi implementado para que fossem realizadas simulações com
foco na discrepância entre as medidas.
Outras contribuições foram a definição da medida de conectividade baseada em cortes
de vértices com a utilização da média ao invés do máximo, a aplicação do cálculo para
grafos orientados e a utilização de grafos com capacidades nas arestas no cálculo da
vértice-conectividade.
Foram realizadas simulações em grafos sintéticos, como o grafo modelo e o grafo do
modelo de Barabási-Albert, e em grafos de redes reais, o dos aeroportos dos Estados
Unidos e o do powergrid. Observamos que o grau e o grau de intermediação (betweenness)
amplificam casos extremos e raros que nem sempre são relevantes. Observa-se ainda nas
simulações que a diferenciação entre as medidas de conectividade baseadas em cortes de
arestas e as medidas de conectividade baseadas em cortes de vértices é presente. No grafo
dos aeroportos a diferença foi pouco mais do que 24%. Na rede powergrid as inversões
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de ordem entre os valores das medidas são presentes porém pequenas, a quantidade de
diferenças entre as medidas foi cerca de 4% do valor total dos pontos calculados.
A desvantagem da medida proposta é o alto custo computacional do seu cálculo. Entre
os trabalhos futuros está a busca de alternativas mais eficientes para seu cálculo. Um
estudo mais aprofundado das caracteŕısticas das redes que levam a uma maior discrepância
nas medidas baseadas em cortes de vértices e arestas também merece atenção. Por fim,
são diversas as redes nas quais as medidas podem ser aplicadas para sua caracterização.
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